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ozna si rikate, Ze nepotfebujete profesionalniho matematika, aby vés po-

ucoval, ze véechny ktivky nejsou rovné. Linedrni mysleni se v§ak projevu-

je véude. Dopoustime se jej pokazdé, kdyz fikame, Ze pokud je vyhodné
néco mit, je jesté lepsi mit toho vice. Tohoto zjednoduseni vyuzivaji politicti kiiklou-
ni: ,,Podporujete vojensky zdsah proti Irdnu? Myslim, Ze byste chtél provést pozemni
invazi do kazdé zemé, jejiz predstavitelé si dovoli nds kritizovat!“ Nebo naopak: ,,Sbli-
zeni s [rinem? Nejspis se také domnivate, Ze jsme se méli Adolfu Hitlerovi snazit lépe
porozumét.”

Proc¢ je tento typ uvazovani tak oblibeny, kdyz se sta¢i na okamzik zamyslet, aby-
chom si uvédomili, jak je nespravny? Pro¢ by se kdokoli tfeba jen na okamzik domni-
val, Ze vSechny ktivky jsou primé ¢ary, kdyz to zjevné neplati?

Jeden z diivodid spociva v tom, Ze v jistém smyslu to vlastné plati. Tento pribéh
zacind u Archimeda.

Vycerpani
Jakou plochu ma tento kruh?

V moderni dobé je tento problém tak banalni, ze bychom jej mohli najit ve $kol-
nich testech. Plocha kruhu je dana vzorcem mr®. Polomér r se v tomto pripadé rov-
na 1, takze plocha odpovida ¢islu m. Pred dvéma tisici lety se vSak jednalo o nepiti-
jemnou otevienou otdzku, ktera byla natolik dillezita, Ze se na ni zaméfil samotny
Archimedes.
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Pro¢ to bylo tak tézké? V prvé fadé stati Rekové nepovazovali &islo t za &islo jako
my. Cisla, kterym rozuméli, patfila do mnoziny celych ¢isel, kterymi bylo mozné po-
¢itat predméty: 1, 2, 3, 4... AvSak ukazalo se, ze jiz prvni velky uspéch fecké geomet-
rie — Pythagorova véta” - zptisobil zkazu jejich ¢iselného systému.

Uvedme obrazek:

Y

—

|

Pythagorova véta tvrdi, Ze obsah Ctverce nad preponou — stranou pravouhlého
trojuhelnika, kterd nesousedi s pravym tthlem - se rovna souctu ¢tverct nad zbyva-
jicimi dvéma stranami neboli odvésnami. Na tomto obrazku to znamend, Ze ¢tverec
nad preponou ma plochu 17 + 1> = 1 + 1 = 2. Konkrétné plati, Ze pfepona je delsi
nez 1 a kratsi nez 2 (jak se mizeme presvéd¢it na vlastni o¢i a nepottebujeme pritom
74dnou matematickou vétu). To, Ze délka nebyla dana celym &islem, pro Reky samo
o sobé nepredstavovalo problém. Mohli si to vysvétlit tim, Ze v§e méfili nespravnymi
jednotkami. Pokud by zvolili mérnou jednotku tak, aby byly odvésny dlouhé 5 jed-
notek, mohli by pravitkem zjistit, Ze pfepona ma asi 7 jednotek. Zhruba sedm - ale je
trochu deldi. Ctverec nad pieponou se totiz rovna

Mimochodem nevime, kdo Pythagorovu vétu dokazal jako prvni, ale védci jsou si téméf jisti,
Ze samotny Pythagoras to nebyl. Ve skute¢nosti 0 ném nevime téméf nic kromé zakladniho
faktu, ktery dosvéd¢uji jeho soucasnici, Ze v $estém stoleti pred nasim letopoctem zil a prosla-
vil se vzdélany muz tohoto jména. Zékladni vypravéni o jeho zivoté a dile pochdzeji z obdobi
téméf osm set let po jeho smrti. V té dobé jiz skute¢ného Pythagora uplné nahradil jeho
mytus, jenz do jedné osoby shrnul filozofii vSech u¢enct, ktefi se oznacovali za pythagorejce.
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524+ 52=25+25=50

a pokud by pfepona byla dlouha 7 jednotek, jeji ¢tverec by mél plochu 7 x 7 = 49.

Pripadné pokud by odvésny byly dlouhé 12 jednotek, méla by prepona téméf pres-
né 17 jednotek. Byla by vSak malicko kratsi, protoze 122 + 127 je 288, coZ je nepatrné
méné nez 17? neboli 289.

TROCHU
DELSI
NEZ 7

v

A nékdy v patém stoleti pfed nasim letopoctem jeden z clent pythagorejské sko-
ly zjistil $okujici véc: neexistoval Zddny zpiisob, jak zmérit rovnoramenny pravouthly
trojihelnik tak, aby délky vSech jeho stran udavala cela ¢isla. Dnesni matematici by
fekli, Ze ,,druhd odmocnina ze dvou je iracionalni ¢islo®, coz znamena, Ze neni urc¢eno
podilem zadnych dvou celych ¢isel. Pythagorejci vSak nic takového neprohlasili. Jak
by mohli? Jejich idea mnozstvi byla postavena na pomérech celych ¢isel. Z jejich hle-
diska se ukazalo, ze délka té prepony viibec neni Cislo.

To zptisobilo porddny zmatek. Je totiz potieba pfipomenout, Ze pythagorejci byli
vyjimec¢ni podivini. Jejich filozofie predstavovala nesourodou smés raznych prvki:
nékteré bychom dnes zaradili do matematiky, jiné spiSe do nabozenstvi a jesté dal-
$1 bychom povazovali za znamku dusevni choroby. Vérili, ze lichd ¢isla jsou dobra
a suda ¢isla zI4, Ze na druhé strané Slunce se nachazi planeta Antichthon stejnd jako
nase Zemé a ze bychom neméli jist fazole, podle nékterych zprav kvuli tomu, ze ukry-
vaji duse zemfelych lidi. O samotném Pythagorovi se fikalo, Ze dokaze rozmlouvat
s dobytkem (zvifata mu prozradila, ze nemd jist fazole). Pattil také k nemnohym Re-
kiim, ktefi v té dobé nosili kalhoty.

Matematika pythagorejcti byla neoddélitelné spjata s jejich ideologii. Podle legen-
dy (asi neni pravdiva, ale poskytuje dobrou predstavu o pythagorejském pristupu)
dokazal iracionalitu druhé odmocniny ze dvou muz jménem Hippasus. Za to, Ze do-
kazal takovy nechutny teorém, jej jeho kolegové vrhli do more, kde se utopil.
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Objeveny teorém vsak utopit nedokazali. Naslednici pythagorejcti jako Eukleides
a Archimedes chépali, Ze si musi vyhrnout rukavy a nékteré objekty méfit, i kdyz se
dostanou mimo thlednou zahradku celych ¢isel. Nikdo tehdy neveédél, zda lze pouze
pomoci celych ¢isel vyjadrit plochu kruhu.” Kola se v§ak musi toc¢it a sila je nutné
naplnit,” takze bylo potfeba pustit se do méfeni.

S ptivodni myslenkou prisel Eudoxos z Knidu a Eukleides ji zahrnul do dvanacté
knihy svych Zakladi. Teprve Archimedes v$ak cely projekt doopravdy rozvinul. Dnes
jeho pristup oznacujeme jako metodu vyclerpdni. A za¢ina se nasledujicim zptisobem.

A
\

Ctverec na obrazku se oznacuje jako vepsany ctverec. Kazdy z jeho roht se kruhu

pouze dotyka, ale jeho okraj nepresahuje. K ¢emu je to dobré? Kruhy jsou totiz za-
hadné a hrozivé, ale se Ctverci se oproti nim pracuje snadno. Pokud pred sebou mame
¢tverec s délkou strany X, jeho plocha se rovna prosté X krat X — proto druhé mocni-
né ¢isla fikdme také ¢tverec (kvadrat). Zékladni pravidlo matematického Zivota zni:
pokud vas svét postavi pred obtizny problém, pokuste se nejdtive vyfesit jednodussi
problém a doufejte, ze jednoducha verze bude natolik blizka tomu ptivodnimu pro-
blému, Ze vam to svét odpusti.

Vepsany ¢tverec lze rozdélit na ¢tyfi trojuhelniky, které presné odpovidaji rovno-

ramennému trojuhelniku, ktery jsme nakreslili pred chvili.™ Plocha ¢tverce je tedy
¢tyrikrat vétsi nez plocha trojihelnika. Tento trojuhelnik zase vznikl tak, Ze jsme vzali

* Ve skute¢nosti to neni mozné, ale az do osmnactého stoleti to nikdo neumél dokazat.

** Sila az do zacatku dvacdtého stoleti vlastné kulatd nebyla. Teprve tehdy profesor H. W. King
z Univerzity ve Wisconsinu vyvinul nyni v§udyptitomny valcovy névrh, aby vytesil problém
s hnitim trody v rozich.

*** Presnéji bychom méli Fici, ze kazdy ze ¢tyr dilu ¢tverce mizeme z ptivodniho rovnoramenné-
ho pravouhlého trojahelnika ziskat posunutim a oto¢enim v roviné. Automaticky vs$ak pred-
pokladame, Ze tyto manipulace plochu geometrického utvaru neméni.
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¢tverec o rozmérech 1 x 1 a rozdélili jsme jej thlopfi¢né napil jako sendvic s tund-

kem.

Sendvi¢ s tundkem mél plochu 1 x 1 = 1, takze kazdy polovi¢ni trojihelnikovy
sendvi¢ ma plochu 1/2 a oblast vepsaného kruhu se rovna 4 krat 1/2 neboli 2.

Mimochodem piedstavte si, ze Pythagorovu vétu nezndte. Kouzlo - nyni ji uz zna-
te! Nebo alespon vite, co fikd o tomto konkrétnim pravouhlém trojuhelniku. Vzhle-
dem k tomu, Ze pravouhly trojihelnik, ktery ohranicuje dolni polovinu sendvice
s tunakem, je presné stejny jako trojuhelnik v levém hornim rohu vepsaného ¢tverce.
A jeho prepona odpovida strané vepsaného ctverce. Kdyz tedy pfeponu umocnite,
dostanete plochu vepsaného ¢tverce, ktera se rovna 2. Jinak feceno délka prepony je
déna ¢islem, které po umocnéni poskytne ¢islo 2, nebo — kdyz to formulujeme stru¢-
néjsim béznym zptisobem - se rovna druhé odmocniné ze dvou.

Vepsany ¢tverec je zcela uzavren uvnitt kruhu. Jestlize ma plochu 2, plocha kruhu
musi byt minimadlné 2.

Nyni nakreslime jiny ctverec.

/
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Tento ¢tverec se nazyva opsany a také se kruhu dotyka v pouhych ¢tyrech bodech.
Tento ¢tverec viak kruh obklopuje zvnéjsku. Jeho strany jsou dlouhé 2 jednotky, tak-
ze ma plochu 4. Vime tedy, Ze plocha kruhu muze byt maximalné 4.

Diukaz toho, Ze ¢islo pi lezi mezi Cisly 2 a 4, mozna nevypada prili$ ptisobivé. Ale
Archimedes se teprve poustél do prace. Nyni vezméme ¢tyfi rohy vepsaného Ctverce
a na kruhu vyzna¢me nové body, které budou lezet v poloviné mezi jednotlivymi
dvojicemi rohii. Ziskame tak osm rovnomeérné rozmisténych bodu. Kdyz je spojime,
dostaneme vepsany osmithelnik, ktery kazdému fidi¢i pfipomina dopravni znacku
»stop™:

Vypocet plochy vepsaného osmithelniku je ponékud obtiznéjsi a do prislus-
nych trigonometrickych operaci nebudeme zabihat. Dilezité je to, Ze se stale jedna
o usecky a thly, nikoli o kfivky, takze to Archimedes tehdy dostupnymi metodami
dokazal provést. A plocha se rovna dvojnasobku druhé odmocniny ze dvou, tedy
piiblizné 2,83.

Stejnou zabavu si mtizeme doprat i s opsanym osmithelnikem

jehoz plocha odpovida 8(\2-1),a je tedy o néco vétsi nez 3,31.

Plocha kruhu je tedy vymezena intervalem od 2,83 do 3,31.

Na tomto misté samoziejmé nemusime skoncit. Miizeme rozmistit body mezi rohy
osmithelniku (at uz vepsaného, nebo opsaného), abychom vytvorili Sestnactiuhelnik.
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Po dalsich trigonometrickych vypoctech zjistime, Ze plocha kruhu lezi mezi ¢isly 3,06
a 3,18. Kdyz zopakujeme stejny postup, ziskame 32thelnik. Touto cestou se brzy do-
staneme k obrazci, ktery vypada asi takto:

Moment, neni to nahodou kruh? Samoziejmé ze ne! Je to pravidelny mnohothel-
nik se 65 536 stranami. To jste nepoznali?

Genialni postteh Eudoxa a Archimeda spocival v tom, Ze neni diilezité, zda mame
pted sebou kruh nebo mnohothelnik s mnoha velmi kratkymi stranami. Z jakéhoko-
li praktického hlediska budou obé plochy témér stejné. Svou netinavnou iteraci jsme
oblast malého okraje mezi kruhem a mnohothelnikem ,vycerpali® Je pravda, ze kruh
je ohranicen kiivkou. Kazdy drobny usek jeho obvodu v$ak miizeme dobte aproxi-
movat dokonale rovnou tseckou, stejné jako kousek zemského povrchu, na kterém
stojime, dobfe aproximovat dokonale rovnou rovinou.”

Pamatujme na slogan z nazvu kapitoly: lokalni ptimka, globalni krivka.

Nebo se na to podivejte takto. K velikému kruhu se snasite ze zna¢né vysky. Nej-
drive vidite cely utvar:

Potom pouze jeden segment oblouku:

*  Alespon v ptipadg, Ze jako ja Zijete na rovinatém stfedozapadé USA.
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A pozdéji jesté mensi segment:

Kdy?z se budete neustale priblizovat, nakonec uvidite néco, co prakticky nelze od-
lisit od usecky. Mravenec lezouci po obvodu kruhu, ktery vnima pouze své nejblizsi
okoli, se miize domnivat, Ze se nachazi na rovné linii, stejné jako clovék na zemském
povrchu (pokud neni dostate¢né mazany, aby si v§imal ptiblizujicich se objektt, které
se vynoruji zpoza horizontu) ma pocit, ze stoji na roviné.

Na této strance pochopite diferencialni pocet

Nyni se seznamite s diferencialnim poctem. Jste pfipraveni? Myslenka, za kterou vdé-
¢ime Izaku Newtonovi, spoc¢iva v tom, Ze na dokonalém kruhu neni nic specialniho.
Kazdd plynula kiivka, kdyz ji dostate¢né priblizime, vypada prosté jako pfimka. Ne-
zalezi na tom, jak je klikata nebo spletitd — stac¢i, kdyz nema zadné ostré zlomy.

Kdyz vystfelite projektil, opisuje drahu takového tvaru:



